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Het probleem. Een homogeen zandpnakket met doorlatendheid k meter/dag
rust op een horizontale, ondoorlazatbare kleilazag, en wordt aan wecrs-—
zljden begrensd door evenwijdige kanalen (afstand 2L meter), waarin

de waterspiegel een gegeven hoogte H boven de Ikleilaag heeft. Midden
tussen de kanalen (en evenwijdig hiermede) bevindt zich een drain o
een hoogte h boven de kleilaag. Gevraasd wordit voor de staticnnaire
toestand (indien deze bestaat) de hoogte te berekenen van het rhreatisc
oppervliak recht boven de drain, wanneer uit de drain Q m3

strekkende meter en per dag) wordt weggepompt. Dit probleem zal exact

water (per

worden opgelost. Een goed bruikbare onlossing vinden we in het geval.
dat de drain op de kleilaag rust (zie formule (54)).

Ay
A =
AN AN AN /

Fig. l. Het z = x + iy -vlak,.

De stroomsnelheid ligt altijd in een vlak loodrecht op de drain
en het gestelde probleem is dus essentieel twee-dimensionaal; in fig.
1l is een dwarsdoorsnede loodrecht op de drain weergegeven. In I be-
vindt zich de drain, waarvan we de afmetingen verwaarlozen: In D en
C heeft de phreatische kromme een horizontale raaklijn.

Laten U en V de componenten zijn van de stroom-snelheid en zi]

yp(ny) de zoetwater-potentiazl (met de bovenzijde van de kleilaag
als nul-niveau). Dan volgt uit de wet van Darcy

(1) Uxmk%:(f en V:wkg%,

en ult de continuiteitsvergelijking
o 252
' axg 0y°

In elk punt P van de phreatische kromme is de zoetwaterpotentiaal
gelijk aan de hoogte van P boven de kleilaag. Wanneer y = f(x) de
(gevraagde) gedaante van deze kromme voorstelt, dan geldt dus

(3) %(x, f(x)) = £(x).
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e bovendien een stroomlijn is, hebben we

phreatische kromn
lk pun.t van d eze kr OMMEe

Door de relatie (3) te differentieren, vinden we nu voor de phreati-

sone kKromme

2¢ v V

WM

ay U U

In het bijzonder geldt in de punten C en D, dat U = V = u. Verdex
merken we op, dat de stroming horizontaal is langs de lijnen AR
en BC en verticaal langs de 1lijn AD.

Wanneer we nu de complexe snelheid
(5) w=u+ 1v = - U + iV

invoeren, dan correspondeert met de gesloten %“romme TABCDE in hat
z = X + iy=-vlak de volgende kromme [ in het w-vlak (het z.g. hodo-

g

graphenvlak).

Eign Qw He.t w= u + iV’“Vl&ku



e B

y Q ?j R NI —— v > _
cirkel u + v + kv = O (waarblj de nunten U en D belde cor-
nderen met het runt w = 0). Het nunt G is het c¢nige buigpunt

atische kromme, terwijl I het punt voorstelt van de 1ijn

waar de (horizontale) stroomsnelheid meximaal is. Met het (in
gelegen binnengebied van het contour ~SABCDLE corresnondeerd

het rechts van | gelegen gebied Cg'in het w-vliak.
Wegens (2) is bij de functie @(x,y) een geconjunceerde reele

18 nu een analytische functie van z = x + iy voor elk van I verschil-
lend punt (x,y) tussen de krommen y = 0 en y = f(x). Uit (6) volgt

d e

dz

K

= W .

Langs een stroomlijn geldt

kd\ = kawsg-i-kegfdy:

en de stroomlijnen hebben dus de vergelijking VVngfﬁzimwmﬁmwmn We
zullen de functie Y (x,y) zodanig kiezen, dat langs <c stroomlijn
BAE geldt ‘W(x,y)= O .

Uit de drain E wordt Q m
en per dag. De helft hiervan wordt geleverd door het re-hter kanaal.
Dus geldt voor de 1iijin BC

H
-15 Qo= - g U(L,y)dy = k { 2 WB(?-;’-Y)- dy = k &f (L,H)
0 O i
en de stroomlijn CDE heeft dus de vergelijking y‘*(}:;y}w g{“ » Tenslot--
te merken
dat lan,

3

- water weggenompt ner ctreklrende meter

we op, dat in het drain-punt T moet gelden ' = - 0¢ . en
s de l1lijn BC de potentiaal ¥3een constante waarde H aanneemt.

- T
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en volgt, dat de analytische funcitie
FABCDE conform afbecldt op het

Het ge in het 57 -vliak wordt deor 4o betrekking (8) conform
U in het w=-vlak (zie fig. 2), zodanig dat

afgebecld op het gebied
het oneindig verre punt nvarian't is, ¢n het punt C in de oorsprong
wordt afgcbeeld. Men kan bewijzen, dat cr,op ¢één vrijhcidsgraad
na,slechts één afbeelding is, welke aan dcze voorwaarden voldoct.
svenwel 28 in het w-=vlak de ligging van de nunten F en G onbekend,
waardoor we totaal over drie vrijheidsgradcn beschikken. Dc bijbe-
horende parameters dienen achtcraf zodanig tc¢ worden gckozen, dat

in het z-vlak de lijnstukken AE, AB ¢n BC de gegeven lengtes h resp.
We zullen nu (met ecn drietal vrijc paramcters)

L resp. H aannemen.
de genoemde afbeelding expliciet aangeven.
Transformatie

(9) 7 = - cosh j 2__1561_, (gsz)}

beeldt het gebied /};, op de volgende wijze conform af op de bovenste
helft van het ? -vliak

A e T e
F A B D '

o
Figs 4. Het % -vlak,

punten F en G corresponderen met depunten waarvoor geldt
3t = O« Uit (10) volgt nu gemakkelijk, dat met F en G in het
e wortels corresponderen van de vergelijking
U=-A¥t - (1 +27 7(}?):: 0

en wel is tF>+ 1l en ti = 1 .




figi 51 He.t t"‘Vlaku

In formule (10) definieren we Vi+t als volgt: voor t redel en
2 =1 is deze wortel positief, voor t redel en < -1 stellen we
e

VI+t = i V-t-1, terwijl voor de wsarden t boven de recle as de
analytische voortzetting geldt. Dus als

't+]_:rei¢*) met I’)O enOé@iﬁ'ﬂ,
dan is
VI + ¢ = \(Ffel/z met VYT 0.
_ ¢ &
Analoog, als t-1l zre met r>o en o @ <L 7T )_
dan Vl - 1t = iV met vrf')O-.
Tenslotte definieren we
t a
arc sin t = ( 'V‘lf’-%x
-S

waarblij de integratie geschledt langs het rechte lijnstuk, Q\da‘t de

\
punten C en t ve rbindt, en waarin \/ﬁ? analoog med V1-t“ wordt
gedefinieerd. In het bijzonder geldt dus voor t 21
. o
. _ . ds _ _
axrc Slnth‘i‘lfm ---§+111’1('t+\/ 1)
; 15 7
en voor t £ -1 ’
o el _ 7 [ ds W e /.2
a.1r¢C Sln‘tmwzwl‘(,m mm2+1ln('b+V't~l)r

waarin ln p recel is voor ¢> 0.
Nu geldt voor de drain E, dat w = oo , en wegens (10) correspon-
deert dus in het t-vlak met E de reele waarde t, met -1< 1t <1 en



1+t | 1
(11) Vl+“t ;'"* arg Sli ‘ta --*2-: 0 .

Voor x>0 eﬁn /U)O is het linkerlid van (1l1) in het interval -1 <+ ,<+T!-
een monotoon van = 20 tot + o0 toenemerde functie en bestaat dus precies
¢én waarde t,, waarvoor (11) geldt.
De laatste schakel van de afbeelding tussen «ﬁ en 97 is de confor-
me afbeelding van de bovenste helft van hcet ?/ ~vlak op de bovenste

helft van het t-vlak, zodanig dat met 7 =22 het punt t = t, (beide
behorende bij de drain E) en met y = + 1 het punt t = 20 (beide be-
horend bij C) correspondeert. Deze afbeclding wordt gegeven door

Tt 7-2a
771

(12) ? t“a ofwel t =

waarin a een positieve constante > 2-t, voorstelt. De formules (9),

(10) en (12) geven de gezochte conforme afbeclding tussen het ge-
bied ﬁ in het 5? —-vlak en het gebied g in het w-~vlak. In deze af~

beelding zijn A >0, 4420 en a vrije reele parameters. Wanneer >
en # gegeven zijn, dan volgt uit (14) éénduidig de bijbehorende waar-
de t, (met =1 ¢ t,<+1); de constante a moet voldoen aan a »2-t,.

Met de punten A en D in het z-vlak correspondercn in het
-1, en dus in het 7 -vlak (wegens

I

t=-vl:"” de punten t = +1 resp. t
(12)) a- punten

_ l—-a. _ 1+a
(13) Zf) = Tt reSpe ?P-- =l

213 % respe % de potentiaal in A resp. D (in het bijzonder is ¥,
gelijk aan de gezochte lengte van het lijnstuk AD in het z-vlak).
Dan geldt wegens (9)

(14) ?7,4 r—-—-cosh{ 2*}-%2- (H- % )} en 770 + cosh { 2kn (H— % )} .

Uit (13) en (14) blijkt, dat f en Yo bekend zijn , zodra de con-
stanten a en t bekend zijn {(en omgekeerd).

4ij t ¥ cen punt in het complexe t-vliak met Im (+°) > )2 03 met ’t# corres-—
pondeert een (voorlopig nog onbekend) punt z *in het z-vlak gelegen
op of binnen de contour FABCDE. Uit (10) volgt de complexe snelheld.
W= u+ iv = - U + iV in het punt 2z 7"'en uit (12) en (9) vinden we

de complexe potentiaal §2 = (,9+ iy in het punt z™. Ten einde bij £
het bijbehorende punt z™ te bepalen, maken we gebrulk van de¢ be-
trekking (8). Deze geceft

dz _ dz dst

_ _ k
(14) dt ~ dee at ~ w

SEHE
* -~



t-1, )

uit (14), (15) en (10) vinden we tcnslotte

(16) %%-m PI -

(17) P = —9—2k 7\

en b = —5 >1.

Wwe merken op, dat wegens (1l) het rechterlid van (16) cindig is
voor t = 't@#

relaties

(
Dit is aeouivalent met

(18)

geldig in het z-vlak), waarin h, L en H gexcven lengtcs voorstellen.

(19) Zn -

N
>
I

— e 3 -
EC ZB 1 H

Met Zpr Zp s Zn €en 2~ correspondercn in volgorde de punten €t = 1,
tT=+1, t = b ent =0. Dus wegens (17) is formulc (18) asequivalent

..l.] at
24 (b=t ,) Vo=t




en uit (20)
o
. . - /. 2. dt .
(23) H=27 § A T+l + o=l + 1 1n (-t+Vt =1) —
, ‘ y ( tw] /A \/ t+1 77 (-t 0) V—t_b

De berekeni van VD = AD wordt als volgt uitgevoerd.
l. We kiezen vooreerst twee positieve constanten A en ?/.

2. Daarna bepalen we het rcele getal t , met t t } <1 uit vergelijking
g 112 9

3. Vervolgens kiezen we een reele constante a > 2-t,

4. Stel l+a . Dan volgt uit §13) en (142

(24) H - PD = 2ku Arc Coshf -é%; in (é7+ Vf 2:.1)’

waarmee we de potentiaal pp bepalen, behorende bij de gemaskte keuze
van A ,/u en a.

5. Uit (21 (2Z) en (23) bepalen we de biibehorende lengtes h, H en

L; de voorkomende constanten P en b worden door (17) gegeven.

De vorm van het phreatische oppervlak kan als volgt worden be-
paald. Met de phreatische kromme DC correspondeg.,r-t in het t-vlak he+t
lijnstuk t \< -1 op de reele as. Stellen we aldaar t = = T dan worddw
(16) ‘

dz {) \/1: -1 V 1 10 (74 Vel }
gz _ 4+ n (T+ yTc=1)+1

waarulit volgt

(25) S - 2
dv (T+T,) VT +b

en

dx d T =1 T+l

26 T= = -—%[ \/m + V = 1 + - l?

(26) F& = EDO\VE 4 2w (T - 1)

hierin worden P eh b weer door (17) gegeven. Met het punt C d.w.z,
met T = +03 correspondeert een hoogte y = H. Voor de phreatische
kromme (1 X T <o0) volgt nu uit {25) door integratie

(27) H """Y""-: MLIH {T/’i' a + 2 2 7:‘*' 2 }“ 1n(t+,ta)]’¢

Bij gegeven waarde y kan men uit (27) de bijbehorende waarde T be-
palen {(als wortel van een zekere vierkantsvergelijking) en uit (26)

valgt dan de helling gs‘f voor het overeenkomstige punt van de phrea--
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tische kromme. Dit stelt ons in staat de phreatische kromme te bena-
deren met een gebroken 1ijn.

Het geval, waarbij de drain op de kleilaag rust.

In dit geval zullen 4e punten A en F samenvallen, cen geldt dus
t, = 1 (zie fig. 5)., Wegens (11) hebben we nu A = 0. Zoals bechoort,
volgt dan uit (21), dat h = O.

In plaats van de lengtes L, H en H -~ (,pb introducecren we de di-
mensieloze grootheden

(28) 1= Ly E = & Hj A= 5 (H - p).

Verder voeren we een reele grootheid d (0 <4 ¢ -}r ) in, welke gcde-
finieerd wordt door

1 CS' ".A'
(29) ¢ = tgz=e N

We zullen bewijzen, datt in het onderhavige gcval de formules (22)
en (23) kunnen worden herleid tot de betrekking

77
(30) —(-———TH' - Lt _ ;m/{K%sinbe) _ K(cos CP;} d ¢
Kisino K(COS"Ss""""“"/""f""3 - K(sin 4 K(cos & ) sin ¢

Dit is een transcedente vergelijking, waaruit bi] §egeven H' en L°

de hoek & en dus de gezochte waarde A = 1n cotg B kan worden
berekend. In formule (30) is K(k) de elliptische integraal
A
K(k) = | -——of (k%< 1),

o Vlwkesinztp
waarvan uitvoerige tabellen ter beschikking staan (zie Jahnke-FEmde,
blz. 85).
Voor het bewijs van (30) merken we op, dat wegens t_ = 1 uit
(17), (22) en (23) volgt
I Y AN 1 '
(31) L' = 51/ b-1 {/A71+:—__J11§

]

en
(32)  m =3V o1 fu T, r 2]
met

dt

&
B (- S S (e
1 j. V‘tz““ll/b"t | 2 .6’ (== T=-D

T - / 1n(t+7/42-1) at 7 ;o f 1n(4+V52-1) a
1 < (4+-1)Y b=t &

p (t-1)1 t-b
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Hierin 1is b = k 2+a = -.‘-}-‘-%5}- een reele constante 3y 1. Verder geldt, dat
¢ = %i.%o = 13&;'8- = b (wegens t 5 = 1) en uit (24) volgt dus

(33) A’ = --15(3-?7 (H - ¢.)= %- J .

Wanneer we gellen

(34) sin J = 1/:—7*2*1* , dus cos 9 :V;%_"f{

(0 < d « r%-) , dan gaat (33) over in

A = 1n cotg "ZE ,

hetgeen aequivalent is met (29). We moeten dus aantonen, dat (31)
en (32) kunnen worden herleid tot (30), wanneer & door (34) wordt
gedefinieerd.

De integralen J, en 32 kunnen direct worden uitgedrukt in de
functie K(k). En wel geldt

(35) I, = —2= & (1) 2=i)-

cos & K(cos?d )

v/ b+l b+l Vb--»l
el
(36) J = K { =~—— cosd K(sind ) :
? 1/b+1 ¢ /gy b+l / b—1

voor de afleiding zie W. GrSbner und N. Hofreiver, Integraltafel
11, formule 222 2a en 222 2b; genoemde tabel zal voortaan worden
geciteerd als "G.H.",

De integraal Ji transformeren we volgens s = 3/-;—-1--1 met /3 = b-l.
Dan volgt

Wudsmm

(37)  J,
Vo1 s V1-s 1/ b=1"

Nu hebben we (zie G.H. II, 222 2b)

_______.__7__,_, -2 g
f V1=s 1/ 2ps+/<s® M‘“W f’/‘Me

en wegens g(0)= 0 volgt dus
£-1

- [ —2____ x aE,.
=) j VE (€+2) (l/i‘”‘-’)
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De laatste integraal transformeren we volgens sin ¥ = 1/ a"‘.’;‘g_“é‘ 3
wegens (34) vinden we dan
2
. 47,
(38) - Jq “1/?:? ] K(cosso) Sin g
&

Op geheel analoge wijze volg't
(39 J —— / K(sin

) 2 = Vb--l ( ?) s1ntp
Wegens (35), (36) ’ (38) en (39) gaan de formulbs (31) en (32) over
in %

L' = m cose K(cos 5)*'(;2: / K(cos )
7
d

en 74

--/ucos 3 K(sin 5)+ — f K(s:r_np)

51nnp

Eliminatie van . uit het laatste ‘twea,'bal vergelijkingen geeft ten-—
slotte de te bewijzen formule (30).

De functie K(k) is voor O k¢ 1l een monotoon toenemende functie
en dus geldt wvoor & p ég—

K%cos;% ,
¢ 12 K(cos

Het rechterlid van (30) is blijkbaar positief cn dus volgt

o] o
0nio
(~:]O
i [()
VY ¥ O
L4
m't*

- _ L
(40) = 7

We hebben (zie Jahnke-~Emde, blz. 85) voor

1.7 .
> “—-“(-]-_-6) = 0,0017 radiaal
dat

SErTrs 1"5‘75 = 4,92.
Bij de toepassingen, die wi 3 op het oog hebben is %-."{-> 5. Daar het
linkerlid van (45) een monotoon afnemende functic van § is ,» Zal dn
deze gevallen gelden d< 00,0017 en we behoeven dus slechts het geval
te beschouwen, dat 4 zeer klein is.

Voor kleine waarden 4 zullen we (30) vervangen door een veel
eenvoudigere formule, welke in zecr goede benadcring geldt. Daartoe
maken we gebruik van de reeksontwikkelingen (zic Jahnke-Emde, blz.

73)



welke convergent zijn voor 0L k<1l, Verder introducercen we de func-

ties | _
(43)  M(x)= ,}-i{- R(k)-1 en N(k)= K(}/ 1-k%)- 1n 4
en de constanten
7, ;
o B e deY [ e aX
St f Mising) sing - / ) A
0 O
en '}'% j
o - de .
(45) N = / N(sin ¢ ) Sing - / N(k) :
O Q

(aan de hand van de formules (41) en (42) gaat men gemakkelijk na,

dat de integralen (44) cn (45) convergeren).

wanneer we stellen

: 21U
(46) u = tg x 7 dus sin ¢ = —x
2 ’ ' 14+u

dan volgt uit (41) en (44) gemakkelijk de reecksontwikkeling

(47)  Msing)= u? + Lut + 1 4 ...

terwijl uit (42) en (44) volgt

(48)  N(sinfp)= 1n(E) (v + Fu™ + 7w + )= u" +

Met behulp van (43), (44), (46) en & = g %‘CS vindcn we

7 A $
‘,7"4;2_: K( Slnso) Sln(P = Sin (F + I.!. — f M( Slnw ) Sinlp
T ; o
S r €
_ { du f f du
....../ ==+ M - M(31n90)u .
'd o
Pagsen we nu de ontwikkeling (47) toe, dan volgt onmiddellijk
T
(49 2 | wleim .y A® -1 ... 1,2 1 .4 1
(49) el f K(sin (P) Sing - In . +M-58L " -7 ¢ 24 .

6

m‘

T 9
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Analoog concluderen we uit (43) en (45)

- 4
| : & . \
— 2(1+u d
— / 1n —L—'L—l——_l m&l- + N - f N(Slnif’) %E_ .
E 0

Passen we nu de ontwikkeling (48) toe, dan volst na enige bereke-
ningen

7/, .
e, | ! ¢ _ 1 /7. 31
(50) &/ K(COSW ) Sing 3 (1n 7
2y (1 2 1 .4 1
- 1n (E") (5 €7 + i€ €& * 5

Verder geldt wegens (43), (47) en (48)

(51) ﬁK(sin5)=1+£2+%;-g4+}wg_6+...

€Il

L4 1.6
(52) K(cos d)= 1n (f) (1 + &% + %54 + }5 e ® 4= @]‘-&4 -5t =...

Gebruik makend van (49), (50), (51) en (52) volgt nu uit formule (30)

(53) XK(cosd).H' = K(sin d)L' =

(11’1%2 (%+%52+%6_4+%5_6+...)
+1n§3:- (M+%g_4+%5-£6+u~)
+M1n2--Nwgémpﬁz*Q£4*I‘£6*w“

waarin
RN
q=%M+%~N +%§u%§-m%1n2
r:§M+%N+§M%+% In 2 .

Wegens (51) en (52) volgt uit (53), dat voor kleine waarde € in
goede benadering geldt

2
e 2 _Tore Lo L2 wqn i Min 2 - N - s
H* 1né--21» m2(1n£) +Mln& _ 5T

welke vergelijking wegens (29) aequivalent is met de vierkantsverge-



1ijking
> : 2
(54) 0= A - 2A(H'-M+ 7L - (1n 4)(H'M)=- 2 N - 75 >

waaruit 24’ gemakkelijk kan worden berekend. De constanten M en N,
welke in (54) voorkomen, behoeven slechts ecns voor altijd te worden
berekend uit de integralen (44) en (45). Alleen dan kan bij gegeven
waarden L', H', k en Q (vergelijk (28)) een zinvolle stationnaire
situatie optreden, wanneer

1. Vergelijking (54) een reele positieve wortel /\ heeft (onder-
meer moet dus de discriminant van (54) positief zijn).

2. Deze wortel A' kleiner is dan H!'.

Opm. 1l. Een met (54) analoge vergelijking krijgt men in de benade-
ring, waarin wordt aangenomen, dat de potentiaalfunctie lf? (x,y) van
y onafhankelijk is. Uit (3) volgt dan

®(x,y)= p(x) = £(x),

wanneer y = f(x) de vergelijking is van de nhrea'tlsche kromme. Per
dag stroomt door elke doorsnede x = constant > Q m water., Dus geld=

%Q = - f(x) U(x) = ¥ f(x) %35)-

en heeft f(x) de vorm

£( x) ---1/-—--}{ + C ,

waarin C een constante voorstelt. Uit de voorwaarde f(L)= h volgt nu

£2(x) - H° 9 (x~L) .

Voor de daling A= H - £(0) van het phreatisch oppervlak geldi dus

A - 2HA +%Lu 0 .

Voor de gereduceerde lengtes

T ke T
e Ly E = B oal=g 8

vinden we tenslotte de vergelijking
AT=2H A" + 7L =0,

welke zeer analoog aan (54) is.



Opm. 2. Ten einde na te gaan of de met (54) gevonden waarde & -4

o= €
de juiste waarde voldoende benadert, dient men deze te substitueren

in de exac‘t‘é"'#vergelijking (54). Indien dearbij "onvoldoende' aan de-
ze vergelijking wordt voldaan, dan moet & uit de transcedente ver-
gelijking (53%) worden opgelost. Dit kan alleen het geval 2zijn,

. Co : T,
wanneer £ niet klein is, en is dus nooit het geval, wanneer T

voldoende groot is, zoals we aan de hand van de ongelijkheid (40)
hebben geconstateerd.

Over de integralen (21 22) en (23).

We beschouwen nu het algemene geval =1< t,<1l..%20als we hebben
gezlen, vereist de bepaling van de potentiasl R de¢ berekening van
ddintegralen (21), (22) en (23)., We zullen aangeven hoe deze bere-
kening kan geschieden.

In verband met de vergelijking (11) voor t_, is het aan te beve-
len de integraal (21) zonder meer numcriek te berekenen. De bercke~
ning van de integralen (22) en (23) kan worden vereenvoudigd; hun
componenten, die A of « als factor bevatten, kunnen n.l., expliaciet
worden ui“tgedruk’t in de volgende ellintische integralen

F(ga,k) ] / --kzsn.n yr

»
B(p,k)= ) \/1--1:;2 sin® Y-

waarvan uitvoerige tabellen beschikbazr zijn (zie Jahnke-Emde, blz.
62~72, 85): Gebruikelijk zijn verder de notaties

ME ,k)= K(k)  en B(z ,k)= B(x).

Met behulp van de formules G.H. II 222 2b, II 222 4b, Il 221 13c velgw

t-1 _dt 0 _ _2__ R(k%)
(53] /V B (5o )bt VDAL

1-t o
— \/ 1+—t: {[E(k)* K(x) ] Flip,kt)+ K(k) Blp,k )}

V b~t,
met
b-1 2 %
(56) kK = Vb:ZL s k' = 5T ;(f)m arc sin 5 .

Uit dezelfde formules volgt

t+1 at s —2e K(k) +
(57) jv ('t*‘t )]/b*'t . ’\Fm o .




- 16 =

4 - 2
’)/b"-to
waarin k, k! en @ weer door (56) worden gegeven.

Met behulp van de formules G.H. II 222 2a, I 243 8a 9 en II 221
13b volgt verder

\ t+1 (t-t, (4=t )1/ b 7/b+1

- l+to |
1/ 1t { [ B(x) - R(k)]  Tlp,kt)+ K(k) Eflp,x') ,

O

1~to ‘
E(k) F(p,k) - K E(e,
ST Vb-—-t { (k) F(p,k) (k) B, k) ﬂ
met e
1=t b+1
(59) k =} E—_%-iﬂ s ¢ = arc sin '(—QT,MZ;———?TT— ) .

Uit dezelfde formules volgd
@ e [ e
(t—t, )l/twb /bl 0

+ 1/ %i:go ”g/b--t { B(Xk) Flp,k) - R(k) B(go,k)}]

waarin k en & weer door (59) worden gegeven.
Verder komt in (22) nog de volgende integraal voor.

(61) R(b 'l: ) = f w

(t=-t, )V o=t

Deze kan niet op “eenvoudige wijze worden herleid tot bekende (geta-
belleerde) functies. Wanneer men R(b,t,) direct it (61) zou bepalen,
dan moet men voor elk paar waarden (b,t,) een numerieke integratie
toepassen. Br is een betere methode, die R(b,'t ) geeft voor alle

paren (b, t,) waarvoor H" een constante waarde 4 aenneemt., Indien

men de integraal (61) transformeert volgens s = %{% en men stelt
1-t,
b=l = /3 en — =}
dan volgt : _
_ , _ 2 2\ .
R(b,t, ) = —= f 1n 1?’3 s-n//z s+3°8%) 4. ,___,_V:t__: glayy) -
VA ; (s+ ¥ )V 1-s [
BEr geldt
!
e




S

De functie hQ@,!) kan expliciet worden uitgedrukt in de bekende inf
tegralen Eﬁp,k) en F(p,k) met behulp van de formules G.. IT 222 2b,
IT 222 4b, II 221 13b, en is dus eenvoudig te berekenen. VWegens

g(0, y )= O hebben we

ﬂ e N
J ne,pat = g, 0= Ve R(s+ 1, 1 -sy),
o ‘ 1~t,
waarmee R(b,t) kan worden bepazald voor de paren (b,t,) met z—g— =) *

Analoge beschouwingen gelden voor de derde in (23) ontredende inte--

graal.,
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